Klasse ET04b /WiSe 05/06 /ung

DMa3 Serie 4
Aufgabe 1

Wir betrachten den Vektorraum V' = C(]0, 27]).
a) Zeigen Sie, dass {1,cos (2z)} und {sin” (z),cos? (z)} denselben Unterraum von V' erzeugen.

b) Wir versehen V' mit dem folgenden Skalarprodukt:

2

(f,9):= ; f(z)g(x) dx

Zeigen Sie, dass 1, sin (z) und cos (z) orthogonal sind.
Aufgabe 2

Die folgenden Vektoren erzeugen einen Unterraum U von R*:

3 6 3 3 -3
1 2 —1 2 -3
U1 = -5 ) V2 = ~10 ) U3 = -5 ) Vg = —5 Us = 5
4 8 2 ) —6

a) Bestimmen Sie die Dimension von U.
b) Bestimmen Sie eine orthonormierte Basis von U.

c) Ergénzen Sie die Basis von b) zu einer orthonormierten Basis von R*.
Aufgabe 3

Sei Ps der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Welche der folgenden drei Systeme von Polynomen sind
erzeugend, welche linear unabhangig?

a) Pi(z) = (z+1)2, Py(z) =22 +1, Py(z) = (z — 1)2.

b) Pi(z) = (z+ 1), Py(z) = (z — 1)2, Ps(z) = (z +2)2.

c) Pi(z)=a2?—1, Py(z) =2 +ux, Ps(z) =2 +1, Py(z)=2— 1.
Aufgabe 4

Im Vektorraum P der Polynome definiert

1
(P,Q) := / P(#)Q(z)dz,  P.QeP

ein Skalarprodukt.

a) Bestimmen Sie ein Polynom zweiten Grades, das orthogonal auf Py(z) = 1 und P;(x) = « steht.

b) Bestimmen Sie den Winkel ¢ zwischen P,,(x) = 2™ und P, (x) = z™ fiir beliebige m,n € N.
Tipp: Berechnen Sie zuerst cos? (¢) und damit sin? (). Daraus ergibt sich ein einfacher Ausdruck fiir

sin ()



DMa3 Lésungen Serie 4
Losung 1
a) e; = 1 und ey = cos (2z) sowie by = sin? () und by = cos? ()

e1 = by + by und es = bs — by, d.h. e; und ey lassen sich eindeutig als LK von by und b, darstellen.
(und umgekehrt)

b) (1,sin(z)) = Ofﬂsin (x)dx =0, (1,cos(z)) = ... analog

(sin (z), cos (x)) = Zfrsin () cos (x) dx = Zfﬂsin 20dx =0

Losung 2
Gauss-Algorithmus A = (vq v2 v3 v4 v5) = 4 X 5—Matrix

a) Endschema:

O 2 -1 2 3
00 @® -1/2 1
00 0 0 0
00 0 0 0

die Pivotspalten bilden eine Basis, also auch die entsprechenden Spaltenvektoren
Rang(A) =2, d.h. dim(U) = 2 und U = span {v1,vs}
b) LK von vy und w3 so, dass die Rechnung einigermassen durchfiihrbar (mdéglichst viele Nullen): z.B.

b1 = wv1 —v3 und by = vy + v3
orthonormierte Basis mit Gram-Schmidt:

0 6
. 11 1 -3
1 \/§ 0 ) 2 /7154 ~10
1 3
c) mit
0 0 10 1
1 — 1
by = 0 RS 0 , €3 = —=—= 0 , e4=—= !
1 0 V231 9 V3 0
0 1 ) -1
Losung 3
a) linear abhéngig und nicht erzeugend
b) linear unabhingig und erzeugend
b) linear abhdngig und erzeugend
Losung 4
a) Po(z) =a (62?2 -6z +1), a €R
b)
1 2
l.m—&-n dx
5 ({ ) 2m+1) (2n+1) (m —n)?
cos” (p) = T = 57— =1 2
Ja?mde [ 2? dx (m+nt1) (m+nt1)

0 0

3 —_ m—n
also sin (¢) = £ |



