Klasse WI09b

MLAN3
Serie 7

Aufgabe 1
Gegeben ist f(z) = cos ().

n
Gesucht ist ein Polynom p,(z) = 3 a2, sodass gilt:
k=0

£(0) =pa(0) und f'(0)=p,(0) und ... f*(0)=p{(0)
Betrachten Sie zuerst speziell die Werte n =4, n =6, ..., n gerade.
Aufgabe 2

Auf dem Vektorraum P, der Polynome vom Grad < 2 ist das Skalarprodukt

(prq) == / p(x)q(x) dx
0

definiert.

HeSe 10/11 ungr

und - f)(0) = pi”(0).

a) Orthonormieren Sie die Standardbasis {1, z, 22} von P, beziiglich diesem Skalarprodukt. Gram-Schmidt

b) Projizieren Sie die Funktion f(z) = e orthogonal auf Ps, cf. Serie 5 Aufgabe 1.

Aufgabe 3

Im Vektorraum P der Polynome definiert

(P,Q) = /P(x)Q(x) dr, PQeP
0

ein Skalarprodukt.

a) Bestimmen Sie ein Polynom zweiten Grades, das orthogonal auf Py(z) =1 und Pi(x) = x steht.

b) Bestimmen Sie den Winkel ¢ zwischen P,,(x) = 2™ und P, (x) = z™ fiir beliebige m,n € N.
Tipp: Berechnen Sie zuerst cos? (¢) und damit sin? (). Daraus ergibt sich ein einfacher Ausdruck fiir

sin (i)

Aufgabe 4

Betrachten Sie fiir m,n € Z die beiden Integrale
27

a)l, = /sin (nz) - sin (mz) dx =7 b) I, = /sin (nz) - sin (mz) de =7

0



Aufgabe 5

Wir betrachten den Polynom — Raum iiber dem Intervall [—1,1] mit dem Skalarprodukt

(1) (P, @) = / p(x) - q(x) de

Die ersten drei Legendre — Polynome sind wie folgt gegeben (bis auf einen Faktor): Py(z) =1, Pi(z) =z

und Pp(z) = 2% — 3.

a) Zeigen Sie, dass diese Polynome paarweise orthogonal sind.
b) Bestimmen Sie ¢ so, dass P3(x) = 23 — cx orthogonal zu den ersten drei Polynomen wird.

c) Bestimmen Sie ein Polynom 4— ten Grades, das orthogonal zu Py, ..., Ps ist.

Aufgabe 6

Geben Sie in Polarform an:

14y

a) 0= b)) z=024+7)?% ¢ z=00+4+4> d) Zd:1+Sin(1)—jCOS<%)

12

Aufgabe 7

Berechnen Sie

1 1
D =y 14ivE b)) 2={3-3VE o n={-L-jivE @) =¥



MLAN3 Losungen Serie 7

Losung 1

Es handelt sich hier um eine spezielle Projektion (Taylor-Polynom) einer Funktion f € C°°(R) auf den
polynomialen Unterraum P, cf. Serie 2, Aufgabe 2.

n=4: a4:% a3 =0 GQZ—% a1 =0 aqo=1
n==6: agz—é a4:% GQZ—% apg=1
allgemein : age = (—1)* - (2;)' asi41 =0

also

(2) pa(x) = 1—%$2+%$4

3 po@) = pale) — g

(4) ps(z) = ps(x)+$m8

(5) po(z) =

Losung 2

1
a) fi=1,da [1dz =1 folgt, dass e; =1
0

fo=wund ez =y (fo = (fzre1) 1) = 2V3(x — 3)
fz =12 und e3 = ﬁ (fs — (fs,e1) ex — (fs,€2) e2) = 6V5(2* —z + ¢)
b) f(x) =e®, P :=Proj. von f auf P,

p2(x) = P f(z) = (f,e1) e1 + (f,e2) ea + (fre3) €3
(frer) =e—1, (f,e2) = V3 (—e+3), (f,e3) = V5 (Te — 19)

und schliesslich

pa(z) = (210e — 570) - 2 + (—216¢ + 588) -  + (39¢ — 105) - 1

Die ganze Rechnung ist aufwendig, da die gegebene Basis nicht o.n.

Losung 3
a) Py(z)=a (62 —6x+1), a €R
b)

2
1 m—+n
cos? () — (Jo e der) _eme)entl) . (m-n)?
Jy a?mde [} 220 da (m+n+1)2 (m+n+1)2

m—n

a|SO sin ((p) =+ presreuy )



Losung 4

Orthogonalitdt der Fourierbasis, speziell der sin — Funktionen

a)
%{(nfm) -sin((n—m)x)—ﬁ~sin((n-|—m)9c)}—I—C7 n#m#0
6) I,= %{x—%sin@nx)}—i—@ n=m#0
0+ C, n=m=0.
b)
0, firmn#modern=m=20
7) I - 7
, firn=m #0.
Losung 5

1
a) Durch Nachrechnen. Fiir ungerade Potenzen in z gilt: f afdr=0k=2-i+1,ieN.
-1

b) c=2

c) Ansatz fiir Py(z) = ax* + ba® + cx? + dz + e. Das Skalarprodukt ist linear!

2 2
(8) (P, 1) = ga+§c+2eéo
2 2
9 P, = -b+-d=0
) (Pw) = gb+>
1 1 2 2 2
(10) (Pra?=2) = (P4,x2)—§(P4,1)@§a+gc+§eéo
3 3 9) 2 2
11 Py, a*— ) = (P, 2%~ (P =_b+-d=
(1) (P a® = 20) = (P a®)— S (Po) 2 204 Zado
Mit (9) und (10) folgt sofort: b = d = 0 und aus (8) und (10)
Gauss-Algorithmus: Endschema
a c el
® 2 50 e = freier Parameter, c = —10c und a = L e.
0o @ 10]0

und somt Py(z) = (£ 2* —102% +1) e, e € R.

Losung 6
a) zg =€l%
b) 2, =5 ¢/, wobei ¢ = arctan (3)

€) ze =226l T



&

(%)
cos [ —
2

;_A

/1+Cos E 2 1—cos(Z
6 und sm(;;) > (6) =

alsor = 1/24 V2 — /3 und ——arctan( R LB =T >+27r
¥ \/7

L6ésung 7
a)
V2 | V6
Paa = E G E IS
b)
, 117 237 35T
=127 k£ =0,1,2 = =" =
Zby, € ) O; ) 4y ®o 18 ) Y1 183 Y2 18
<)
bl o LT BT dm
-4 901_37 802_67 S03_37 Y4 = 6
d)
T 2w
r=1, wr=—-+k k=0,1,2,3,4



Erweiterung zur Theorie

Das Beispiel 2 ist nicht ganz zufillig gewahlt.

Es besteht der folgende wichtige Zusammenhang zwischen der Approximation foppror € Q einer gegebenen
Funktion f € V und der Funktion f selbst (dabei wird foppror durch eine Projektion bestimmt, cf. Serie 5
Aufgabe 1):

Approximation von Funktionen

Sei €1, €a, ..., e, eine orthonormierte Basis

1 i=94
(eivej)zéij:{ 0 i#j

des Raumes Q = span{e1,ea,...,em}.

Sei feV,und QCV, dim(Q)=m.
In V sei ebenfalls das Skalarprodukt von Q definiert.

Behauptung:
Die Projektion von f auf Q

fapprox(z) = Z (f,ex) ek

k=1
hat minimalen Abstand von f, d.h.

1f — fapp'row” = ggs If —qll
D.h. fopprox € Q ist fiir f in Q die bestmégliche Approximation.

Beweis:

m
Seige Qmitg= > a;e;

i=1
Daraus folgt:

I1f — all?

(f_Qaf_Q)

AP =2 i (fre)+ > af
=1

i=1

Der Abstand ||f — ¢||? ist genau dann minimal, falls

0

@Hf*qw = —2(f,¢;)+ 20
-0 j=12,....m
< a5 =(f¢)

womit die Behauptung gezeigt ist.

Beispiele:
1) m=n+1und Q@ = P,,: polynomiale Approximation einer Funktion f auf einem Intervall [a, b].

2) m=2n+1und agp =1, a; = cos(z), by = sin(x), ..., ap = cos(kz), by = sin(kz), ..., a, =
cos (nx), b, = sin (nx): Approximation einer 2 —periodischen Funktion f durch ein Fourierpolynom.



